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QUESTÃO 01
(a) Temos que no sistema de coordenadas proposto as posições x(t) e y(t)  da partícula ficam, considerando-se que o centro 
de massa do carrinho siga a relação xc=vt +x0 ,

x=l sen (θ)+ xc=l sen(θ)+vt+x0  

y=l cos (θ)   

de modo que a derivada temporal dessas coordenadas ficam

ẋ=lcos(θ)θ̇+v   

ẏ=−lsen(θ)θ̇

ẋ2
+ ẏ2

=l2θ̇2
+2 l v θ̇cos(θ)+v2

m( ẋ2
+ ẏ2

)

2
=

m
2

(l2 θ̇
2
+2 lv θ̇cos(θ)+v2 )

A energia potencial do sistema tendo em vista o sistema de coordenadas utilizado fica

V=−mgy=−mglcos (θ)

Assim temos que a lagrangeana do sistema é



L=
m
2

( ẋ
2
+ ẏ

2
)−(−mglcos (θ))=

m
2

( l2θ̇2
+2 lv θ̇cos (θ)+v

2 )+mglcos(θ)

como o problema apresenta apenas um grau de liberdade temos que a eq. de Euler-Lagrange fica

d
dt ( ∂L

∂θ̇ )−∂L
∂ θ

=0

ml2θ̈−mlvsen (θ)θ̇+mlv θ̇ sen(θ)+mglsen(θ)=0

Simplificadamente tem-se que

θ̈+
g
l
sen(θ)=0

(b) para θ  pequeno o suficiente sen (θ)≈θ  logo temos que

θ̈=−
g
l

θ→θ(t)=A sen(ω t+α)

onde ω=√g /l , logo

θ(t )=Asen(√ g/ l t+α)

como θ̇(0)=0 , ou seja, a partícula está inicialmente em repouso, temos que 

θ̇(0)=A √g /l cos (α)→α= π
2

Como θ(0)=θ0 temos que 

θ(0)=θ0→ A=θ0

Assim sendo,

θ(t )=θ0 cos (√g/ l t+ π
2 )

Logo sobre a aproximação de pequenos ângulos temos que x e y ficam

x (t)≈v t+x0+l θ0 cos (√ g/ l t+ π
2 ) ,

y (t)≈l .

QUESTÃO 02

(a) A parte temporal da Eq. de Schroedinger está expressa pelo termo T ( t)=e
−i E

ℏ
t

 de modo que

Ψ(x ,t )=ψ(x)⋅T (t)=ψ( x)⋅e
−i E

ℏ
t

.  

Tendo em vista que o potencial V(x) nas regiões x≤−L/2  e x≥L/2  é infinito, para manter a validade 
da equação de Schroedinger, nessas regiões ψ(x)=0 . Na região -L/2<x<L/2 a   Eq. de Schroedinger tempo 
independente fica:



−ℏ
2

2m
d2

dx2
ψ=Eψ

cuja solução é uma função oscilante do tipo seno ou cosseno, de modo que a solução total fica,

Ψ(x ,t )=A cos (kx )e−iω t  

onde k=√ 2mE
ℏ

2  e ω=
E
ℏ

. Ao impor-se as condições de contorno sobre a solução Ψ temos que

Ψ(x=±L/2, t)=0 , logo temos que

cos( kL2 )=0→
kL
2

=
(2n+1)π

2
→n=0,±1,±2,±3,…

ou seja,

k=
(2n+1)π

L
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L )
2

2mE
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2
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2
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2

2mL2
  

para normalizar a função de  onda Ψ temos que a integral no intervalo [-L/2,L/2] deve ser igual a unidade, 
ou seja,

∫−L /2

L /2
Ψ

∗
⋅Ψ dx=1

∫−L /2

L /2
|A|

2cos2
(kx )dx=1

|A|
2∫−L/2

L/2
cos2

(kx)dx=1

|A|
2 L
2

=1

A=√ 2
L

Logo, temos que de um modo genérico a solução geral da eq. de Schroedinger e a energia do sistema ficam

Ψn(x ,t )=√ 2
L

cos((2n+1)π

L
x)e

−i
En

ℏ
t

,→En=
(2n+1)

2
π

2
ℏ

2

2mL2

Para o estado fundamental n=0 e para o primeiro estado excitado n=1, ou seja,



Ψ0(x , t)=√ 2
L
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π
L
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Ψ1(x ,t )=√ 2
L

cos( 3π
L

x)e
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E1

ℏ
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,→E1=
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2
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2
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b) Para determinar as incertezas temos que determinar primordialmente os valores esperados. No caso do 
operador posição x, temos que,

⟨x ⟩=∫−∞

∞

Ψ
∗
x Ψdx=

2
L∫−L/2

L/2
cos

2

(
π
L

x) x dx

⟨x ⟩=∫−∞

∞

Ψ
∗ x Ψdx=0

dado que o integrando é uma função ímpar e o intervalo de integração é simétrico com relação a origem. 
Analogamente, temos que

⟨x
2
⟩=∫−∞

∞

Ψ
∗
x

2
Ψ dx=

2
L∫−L/2

L/2
cos

2

(
π
L

x ) x
2
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⟨x2⟩=L2[ (π
2
−6)

12π
2 ]

Logo, a incerteza Δ x fica

Δ x=√L2[ (π
2
−6)

12π
2 ]=L√[(π

2
−6)

12π
2 ]

O valor esperado relacionado ao operador momento linear p=−i ℏ
d
d x

 fica

⟨ p ⟩=∫∞

∞

Ψ
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d
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∞

Ψ
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d
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dada a paridade do integrando e o fato de que o intervalo de integração é simétrico com relação a origem. Já 
para o valor esperado do momento linear ao quadrado.
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2
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Logo, temos que  a incerteza Δ p  fica

Δ p=√ ℏ2 π2

L2 =
ℏπ

L

de modo que o produto das incertezas pode ser expresso por 

Δ x⋅Δ p=L√[(π
2
−6)

12π
2 ]⋅ℏ π

L
=ℏ √(π

2
−6)

24

que é da ordem de ℏ

QUESTÃO 03

(a) Considerando-se o problema esférico temos que o campo elétrico para a região interna  é dado por
E⃗=E0 r̂ , sendo r̂  o versor na direção radial. Para uma superfície gaussiana G esférica de raio r<R, 

semelhante ao apresentado abaixo

A lei de Gauss em seu formalismo integral fica

∮G
E⃗⋅d s⃗=

qenv
ε0

Considere que  d s⃗=dA r̂  sendo dA  o elemento infinitesimal de área sobre a superfície de raio r. Para 
determinar qenv  considere a seguinte relação

qenv=∫V
ρ(r ')dV =∫0

r
ρ(r ' )4π r '2dr '

simplificando-se a lei de Gauss temos que

∮G
(E0 r̂ )⋅(dA r̂ )=

1
ε0

∫0

r
ρ(r ' )4 π r '

2
dr '
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r
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2
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E04 π r
2
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ε0
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r
ρ(r ' )r '

2
dr '

E0 r
2
=

1
ε0
∫0

r
ρ(r ' )r '

2
dr '



Derivando-se em ambos os lados da expressão acima com relação a r temos que

E02 r=
1
ε0

ρ(r)r
2

ρ(r )=
2E0ε0

r

b) Para fora da esfera, ou seja, r>R  precisamos apenas determinar a carga total qT  da esfera,

qT=∫V
ρ(r ')dV=∫0

R
ρ(r ' )4π r '2dr '=∫0

R 2 E0ε0

r '
4 π r ' 2dr '

qT=4πε0 E0 R
2

Logo, o campo decai radialmente similarmente ao campo de uma carga puntiforme qT  , ou seja,

E⃗=
qT

4πε0 r
2 r̂=

E0 R
2

r2 r̂

QUESTÃO 04
Considere que a equação de Poisson seja válida

∇
2
φ=

e
ε0

(ni−ne)  

assumindo-se que ni=n0  e ne=n0exp (− e φ

k bT e
) , 

∇2 φ=
n0 e
ε0

(1−e
−

e φ

kB Te )  

assumindo que  a energia térmica k BT e  é muito maior que a energia eletrostática e φ  , ou seja,
e φ≪k BT e , tal que 

e
−

eφ

kBT e≈1−
e φ

k BT e

∇
2
φ=

e2n0

kBT eε0

φ

pensando-se em um problema unidimensional tem-se que ∇
2
=

d2

dx2 , de modo que

d2
φ

dx2 =
e2n0

kBT eε0

φ

uma solução que recobre  um potencial nulo no infinito deve ser do tipo φ=φ0 e
−λD x , onde  λD  é o 

comprimento de Debye, dado por 



λD=√ e2n0

kBT eε0

QUESTÃO 05
(a) Para uma pluma de convencional de materiais sólidos em geral a pluma atinge comprimentos menores que
10−4m . 

(b) A escala de tempo é da ordem de 10−9 s  para observar os efeitos de convecção.
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