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QUESTAO 01

Considerando o toro abaixo:

a) Escreva a integral para o volume do toro com raios r e R, usando a estratégia de sessOes

transversais.
b) Encontre uma férmula para o volume do toro, resolvendo a integral obtida no item ‘a’.

Resposta:
a) Para definir esta integral de voluma usando a estratégia solicitada, fatiaremos latitudinalmente do

toro.
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Assim, cada fatia formard uma arruela com raio menor e raio maior, coforme a figura.




Raio menor = R —/r? —y?
Raio maior = R+4/r* —y®

Considerando a simetria do toro em relagéo ao eixo x, definimos o volume com a seguinte integral.
r 2 2

Y ZZEJO(R+«/r2—y2) —(R—\/rz—yz) dy

V= Zﬂjor R? 4+ 2R\Jr? —y? +(r* = y?) —=R*+2R\Jr? — y* — (r* - y®)dy

V= 271'E4R\/r2 —y?dy

v :87rRJ'Or«/r2 —y?dy

b) Para solucéo usar a substituicdo trigopnométrica:
y =rseng

dy =rcos¢d¢

Assim, temos a seguinte igualdade j\/r2 —y?dy = I«/r2 —(rseng)’ -rcos¢dg¢

Desenvolvendo,

j\/r2 —(rseng)’ -rcos¢de¢ =I\/r2(1—sen2¢) -rcos¢de =
:j«/rzcos2 $) -rcos¢de :Ircos¢-rcos¢d¢ =

= rZJ'cos2 ¢de :rZIHLS(Z@dgb =;I1+ cos(2¢) d¢ =

2
r sen(2¢)] rz( 2cos¢-sen¢] r
=—|p+— = p+— T | =—(h+COSP-Sen
2 (¢ 2 2 ¢ 2 2 (¢ ¢ ¢)
. y r’—y? L
Como y=rsen¢, ou Seja sen¢g ==, temos que COS¢ = , . Como proximo passo deve-se
r

retornando a fungdo obtida pela substituicdo trigonométrica para variavel y.

o vems )= 2] 2

r r r

Assim,

2 22 |
Y 8nRJ'0w/r2—y2dySﬂ%{senl(%%yr—zy} =

r

= 8nR—r2 —[senl (Lj +E} - [sen‘1 (9] +@H

2 r r? r r

:8ﬂRTr2:(%+0]—(O+O)}

V = 27°Rr?




QUESTAO 02

Enuncie, apresente um exemplo e indique aplicacGes do Teorema de Green.

Resposta:

Teorema de Green:

Seja C uma curva plana simples, fechada, continua por partes, orientada positivamente e seja D a
regido delimitada por C. Se P e Q tem derivadas parciais de primeira ordem continuas sobre uma
regido aberta que contém D, entdo

L Pdx+Qdy = g(%-%) dA

Exemplo: O exemplo deve conter o problema, o desenvolvimento dos célculos e respostas.
AplicagOes: O Teorema de Green fornece a relagdo entre uma integral de linha torno de uma curva
fechada C e uma integral dupla na regido do plano delimitada por C.

QUESTAO 03

Defina transformacao linear entre espacos vetoriais de dimensdo finita. Defina o nlcleo e a imagem de
uma transformacdo. Enuncie e demonstre o Teorema do Nucleo e Imagem. Dé um exemplo de uma
transformacé&o linear entre espacos vetoriais de dimensao trés, com ndcleo diferente do espaco nulo, e
encontre o nlcleo e imagem dessa transformacao.

Resposta:

Transformagdo Linear:
Sejam V,W espacos vetoriais de dimensao finita. Uma transformacéo linear T :V —W é uma funcéo

que associa a cada vetor veV um vetor TveW tal que
T(u+v)=Tu+Tv

T (au)=aTu

paratodou,veV e aell.

Nucleo e Imagem:
Seja T:V —>W uma transformagdo linear. O Nucleo de T é o conjunto N(T)={veV;Tv=0}. A

Imagem de T € o conjunto Im(T)={weW;Tw=v paraalgumveV} .

Teorema do Nucleo e Imagem:
Sejam V,W espacos vetoriais de dimensao finitae T :V —W uma transformacéo linear. Entdo

dim(V)=dim(N)+dim(Im)
Demonstracao:
Sejam dim(V)=ne dim(W)=m e T:V—>W uma transformagdo linear. Temos que

1<dim(N)<n. Seja B={v,v,,..,v,} uma base de N(T). Sejam v,,,..,v,eV tal que




B ={V,,Vy,.. ¥, ViysonV, ) SEj@  Uma  base de V. Dado veV temos
V=oV, +a,V, +.. oV, oV et agy, entéo
TV=T (V, + @V, +..+ AV, + A Vg + o+ Y, )

=T (o) +T (v, )+ 4T (0 Vy )+ T (Vi )+ + T (V)

=TV, +o, TV, +..+a, TV, + o TV, +..+a,TV,.
Como Vi, Vs,V € N(T) entdo T (V) =T(aV,)=...=T (v, )=0. Assim
TV=T (Ve )+ +T(@V,) € T(@aViss )T (@,V,) gerama Im(T). Considere a combinacdo
linear BT (Vi) +..+B.T(v,)=0. Logo T(BeVeu+--+BV,)=0 0 que implica
BV + -+ BV, €N(T). Como B={v,v,,..,v,} uma base de N(T) entdo existem escalares
B, Bys Py taisque B, v,y +..+ BV, = BV, +..+ BV, logo BV, +...+ BV, — BV —-— BV, =0.
Como B ={V,,V,,...V,Vi,s,...V,} é base de V entdo B =..=p =, =..=p,=0. Assim
{T(ak+1vk+1),...,T(anVn )} é um conjunto linearmente independente e logo uma base da Im(T).
Portanto dim(N)+dim(Im)=k+(n-k)=n=dim(V).

Exemplo: O exemplo deve conter o problema, o desenvolvimento dos célculos e respostas.

QUESTAO 04

Enuncie o Teorema de existéncia e unicidade para equacdes lineares de 2% ordem. Descreva o método de
variacao de parametros para encontrar a solugéo geral de uma equacéo linear de 22 ordem.

Resposta:

Teorema de existéncia e unicidade:
Considere o problema de valor inicial

{y" +p(t)y +a(t)y=g(t)
y (t)= Yo » y(t)=Y,
para p(t),q(t) eg(t) funcdes continuas em um intervalo aberto I contendo t, . Entdo existe uma Gnica solugéo

y= go(t) desse problema de valor inicial no intervalo 1.

Método de variacdo de pardmetros:
Considere a edo

y +p(t)y+a(t)y=g(t) (1)
y +p(t)y +q(t)y=9g(t) com p,q,g:(a,B)—>0 funcdes continuas. Sejam y,(t) ey,(t) solucdes
fundamentais da edo homogénea associada y + p(t)y +q(t)y=0 com W[yl(t),y2 (t)]io V te(a,pB).
Suponha que a solucdo particular Y (t) da edo (1) seja da forma Y (t)= s (t)y,(t)+,(t)y,(t) onde
(1) e w, (t) sdo fucdes a serem determinadas. Suponha g, (t) e 4, (t) com drivadas continuas. Temos

Yo(t)= 20 (0) Yo (0) + 2 (1) Yo (1) + 21 (1) Yo (1) + 11 (1) -, (1)




Suponha w; (t)y; (t)+u,(t)y,(t)=0 entdo
Y (1) =m ()2 () +m(t)y. (1) e
V()= (Y3 () + 1 (O N0+ 2 (O (1)1 1)y (1),

Substituindo Y,Y',Y" naedo (1) temos

Y01, (0% 0+ (0, (044, 05 (0 __—
(O] () (O + 2 (0 Y2 (0)+ 42 (6) 2 (1) + (1)Y= () ]+ a(0) [ (% () + 22 ()2 (1) ] = 9 (1)
os termos 1 (t) e u, (t) en evidéncia
(i +P () +a(t)ya) s +(¥2 +P(E)Ys +a(E) Yz )i+ aa (1) Y2 () + 1, (1) Y2 (1) =9 (1)
comoy, (t) ey,(t) solucdes fundamentais da edo homogénea entdo u,(t)y,(t)+u,(t)y,(t)=g(t).
Considere o sistema
{/”‘vl(t) Vi (1) + 4, ()Y, (t)=0
() (1) + 2, (t)y,(t)=9(t)

como W [yl (1), Y, (t)] #0 V te(a,pB) o sistema tem solugdo Unica. Pela regra de Kramer

1
()= 9(t) y.() _ -a(®)y(t)

ST W) ()] W),y ()]
2 4
i (t)= v.(t) 9(t)] _ g(t)w(t)
W)y (0)] W), y)]
Logo,
B [0 71O IR S T OO O
4O e ™ O W o™
Portanto,

Y ()=, (t) [ ()2 (1 ) dt+y, (1) ] [9 () (t)

t
W[y, (1), v, (t Wy, (1), y,(t)]
e a solucdo geral da edo (1) é dada por y(t):qyl(t)+c2y1(t)+Y(t) com ¢,,C, elJ.




QUESTAO 05

Encontre a formula da elipse considerando a definicéo: Dados dois pontos quaisquer do plano F1 e F2
e seja 2c a distancia entre eles, elipse € o conjunto dos pontos do plano cuja soma das distancias a F1 e
F2 é a constante 2a (2a > 2c).

Resposta:

Sejam F,(-c,0), F,(c,0) e a>c, a=0. Aelipse é o conjunto de pontos P(x,y) tais que

4(P,F)+d(P,F,)=22
\/(x+c) +y +\/( —c)2+y2:2a

(./ x+c jzz(Za— (x—c)2+yzj2
(
(

x+c) +y? =4a’ —4a,/(x c)2+y2+(x—c)2+y2
X+C) —(x— c) =4a’*-4a (x—c)2+y2

2
x> +2xc+c? —x* +2xc—c’ =4a’ —4a,/(x—c) +y?

4xc—4a’ =—4a (x—c)2 +y°

xc—a’=-a (x—c)2+y2

a (x—c)2+y2 =a’-xc
az[xz—2xc+c2+y2]:a“—2a2xc+x2c2
a’x* —2a’xc+a’c’ +a’y’ =a' —2a’xc+ x°c’
a?x? — x2c2 +a2y2 — 3% _32c2

(az_cz)xz+a2y2 :(az_cz)az

(a-) Kooy = (a7-?)

Como a®—c? >0 tome b? = a® —¢?, temos
2 2

Y1

+ =
a? b®
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