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QUESTAO 01

Defina uma transformacdo linear e mostre que a operacdo de integracdo é uma transformacao linear.
Apresente a matriz, A, da transformacao linear descrita como a operacdo de derivacdo de polinGmios
de grau 2. Verifique se esta transformacdo é injetora e/ou sobrejetora.

Resolucéo:

Sejam V e W dois espacos vetoriais. Um transformacdo linear é uma funcdo de Vem W, F: V> W.
que satisfaz as seguintes condicdes:

i) Quaisquer que sejamuevemV, F(u +v) = F(u) + F(Vv)

i) Quaisquer que sejamk € Rev e V, F(kv) = kF(v)

Propriedades de Integrais

j(f(x)+g(x))dx =jf(x)dx+jg(x)dx

[Kf ()dx = K] f (x)dx

T:P, 3P

T(ag + ait +at?) = a; + 2at
Tome a base B = {1,t,t%},
T(1) =0

T =1

T(t*) = 2t




[T]B =

o O o
o O -
o NN O

Para mostrar que T ndo € injetora basta apresentar dois polindmios do 2° grau cuja a derivada seja 0
mesmo polindmio do 1° grau. Uma forma alternativa é mostrar que as colunas de T s&o linearmente
dependentes.

Para mostra que T é sobrejetora basta mostrar que as colunas da matriz de T geram o P;.

QUESTAO 02

Defina anéis, ideais a direita, ideais a esquerda e ideais. Apresente um exemplo de um Anel A e
conjuntos B e C, onde B e ideal a direita de A, C é ideal a esquerda de A e nenhum dos dois é ideal de
A. Mostre que A é um anel, B é ideal a direita de A e C € ideal a esquerda de A.

Resolucéo:

Um anel é uma estrutura algébrica que consiste num conjunto A com um elemento 0 e duas operacdes
+ e - que satisfazem as seguintes condigdes:

1) Associatividade de +: (V a,b,c € A):(a+b)+c=a+(b+¢c)

2) Existéncia de elemento neutro (0) de +: (Va e A):a+0=0+a=a

3) Existéncia de simétrico de +: (Va € A)(Fb e A):a+b=0

4) Comutatividade de +: (Va,b e A):a+b=b+a

5) Associatividade de -: (Va, b,c € A): (a-b) -c=a- (b -c)

6) Distributividade de - em relacdo a + (a esquerda e a direita): (Va, b, ¢ € A) :
a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=za-c+b-c

I é um ideal a esquerdade Ase:ax el, Va e A, Vx e l.
Jéum ideal aesquerdade Ase:xa €J, Va e A, Vx €J.
I € um ideal de A se | é ideal a direita e a esquerda de A.

a b
Seja A o anel Mat,(R) = [c d} :a,b,c,d € R e sejam B e C definidos como:

a o0 a b
B= ‘a,ceR e C= ‘a,beR
c O 00

B é ideal a esquerda de A e C é ideal a direita de A, mas nenhum dos dois é ideal de A.




QUESTAO 03

Se f(t) é continua por partes em [0, o) e de ordem exponencial «, entdo L{f}(s)existe para s > a. Assim

considerando, prove que a integral Iow e " f (t)dt converge paras > o.

Resolucéo:
Comecamos escrevendo a integral em forma de uma soma:

) T 0
jo e f(t)dt = jo e f (t)dt + jT e f(t)dt,

em que T é escolhido de modo que a desigualdade | f(t)| <Me* vt >T seja valida.
A primeira integral referente & soma existe porque f(t) e, portanto e™'f(t) sio continuas por partes no
intervalo [0, T] para qualquer s fixo.
Para verificarmos se a segunda integral da soma converge, usamos o teste da comparacdo para
integrais improprias.
Como f(t) é de ordem exponencial o, temos parat>T
| f (t)| < Me*,

assim,

et ()| = |f (1) < Me ),

paratodo t>T.
Ses > o, temos

© (s—q w u Me—(s—a)t
I Me ¢ )tdt:Mj et lgt=—"r <o
T T S—a
Como ‘e‘s‘f(t)‘s Me‘(s‘“)t,para t > T e a integral imprépria da segunda parte da funcdo maior
converge paras > «, entdo, pelo teste da comparacéo, a integral dada converge paras > «.
Como cada integral da soma existe, entdo a transformada de Laplace existe.




QUESTAO 04

Sabemos que o limite é o alicerce sobre o qual estdo todos os demais conceitos do Célculo. Assim

. ) . 1-cosx
considerando, use 0s conhecimentos nessa area e prove que Img T =0.
X—>
Resolugao:
. l1-cox . |1-cosx 1+cosx
lim = lim .
x=>0 X x—>0 X 1+ cosx

) 1—cos® x
=lim| —~_
x>0| X(1+cosx)

) sen’x
=lim| —~
x>0| X(1+cosx)

. senx \(,.  senx
=| lim—— || lim——
x>0 X x->01+ COS X

Calculando separadamente cada limite:
Primeiro limite do produto:

lim 220X _ % :% (indeterminag&o)

x=>0 X
Para resolver o limite, interpretaremos x como um angulo medido em radianos e trabalhar no intervalo
0<x<m?2.

1 1 1

—tgX > — X > —senx

2 2 2

Multiplicando-se todos os membros por 2/(sen X) e usando o fato de que sen x > 0 no intervalo dado,
temos

L X 5

COSX  Senx
Em seguida, tomando os reciprocos e revertendo as desigualdades, obtemos

senx
COSX <——<1, assim
X

) . senx ..
limcosx <lim——<liml

x—0 x=>0 X x—0

. Ssenx
1<lim——<1
x>0 X

Entdo
. senx
lim——==1

x=>0 X

Segundo limite do produto:

. senx . sen(
lim =lim
x>0]1+cosX *x01+cos0

senx

x—0 1+ COS X
Assim:




x—0 X x—0

. 1-cox .. |1-cosx 1+cosx
lim =lim .
X 1+ cosx

i 1—cos® x
=lim| ———
x>0/ X(1+cosx)

) sen?x
=lim| ————
x>0| X(1+cosx)

. Senx \(,.  Senx
= lim——- || im—
x=0 X x>01 4 C0s X

. 1-cox

lim™ =%~ 1) (0)
im 2= %% _ g
x—0 X

QUESTAO 05

Considere o grafico da funcéo y = ax” + bx + ¢, que é a conica de equacéo ax’ + bx - y+ ¢ = 0, pede-
se:

a) Faca uma translacdo de eixos para mostrar que a cbnica é uma parabola e determine o foco, o
vértice, a diretriz, 0 eixo e o parametro em funcdo dos coeficientes a, b e c;

b) Deduza uma condicdo sobre a, b e ¢ para que a pardbola intercepte 0 eixo-x e obtenha as
coordenadas dos pontos de intersecéo.

Resolucgéo:

a) O enunciado deixa claro que podemos relacionar a questdo com funcéo quadratica, assunto estudado no ensino médio,
assim, iniciamos completando os quadrados:

ax2+bx=a(x2+9xj
a
, b b2 b2
a 4a° 4da

Portanto,




b)

y =ax>+bx+c

2 2
y=al X+— | ——+¢C
2a 4a
y—afxs 2| _dac-b’
2a 4a
2
y=a x+£ —A
2a 4a

Em que A =b?—4ac indica, ficando a equacéo equivalente a:
A b ]2
y+—=a| X+—
4a 2a
N : , b A N
Facamos a translacdo do sistema de coordenadas para O'= a8l As equacgdes de

translacdo séo:
A
X=——+U y=——+V
2a 4a
A nova equacéo conica é v = au?, ou u® = v/a.
Trata-se de uma parabola de parametro p = Y%i|a|, de vértice O’ e foco no eixo Ov (semi-eixo
positivo se a > 0, semi-eixo negativo se a < 0).

Em relacdo ao sistema novo:
foco é F = (0, ¥a|)

diretriz r: v = -1/4°
eixos:u=0

Em relagéo ao sistema antigo:

SEE
2a 4a

B
’ 4a
-b
S:X=—
2a

Um ponto X = (x, y) pertence a intersecdo da pardbola com Ox se, e somente se, y = 0 e satisfaz

A ( b]z_ ,
y+—=a| X+—| ,istoé,
4a 2a

()
_2: X+ —
4a 2a

Uma condicdo necessaria e suficiente para que exista X nessas condices € A >0, nesse caso,

b JA b JA

“2a 2a “2a 2a
Essas expressdes fornecem as abscissas dos pontos de intersecdo da parabola com Ox. Logo, a

condigdo é que A =b?—4ac >0, e os pontos de intersecio

X




b+A h-A
P_( 2a ’0) Q:( 2a ’Oj

distintos se A >0, e coincidentesse A=0.
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