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QUESTAO 01

Solugéo:
a) Teorema de Existéncia e Unicidade: Considere o problema de valor inicial para o sistema de
equacdes lineares de primeira ordem

x.{ = a11(.t)x1(t) + ot aln(t)x.n(t) + fl(t)

Xy = Ay (D1(6) + + + A (DX () + fo(©) O
x1(to) = x5, -, xp(to) = x§

onde as fungdes a;j, f;:1 — R sdo continua e t, € I. Entdo o problema de valor inicial (1) possui
solucdo Unica no intervalo 1.

b) Daequacdo mu' (t) + yu'(t) + ku(t) = F(t) (1) temos
mu'' (t) + ku(t) =0

k
u'(t)+—u()=0
m
Facax; = uex, =u',assim
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X1 =U =X8 Xy =U = ——U=——Xq.
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Logo
{ x1 = 0x; + x,
!
x2=——x1+0x2
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Ou seja,
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c) Sejad = (_ k 0> entdo os autovalores de A sdo dados por
m

p(A) =det(A—Al) =212 + —% = 0. Logo temos A, = i\/% e A, = —i\/é. Temos que um

autovetor X; = (;) associado ao autovalor A; =i \/% é dado por

—i\/% 1 —i\/%c+d=0
()=«
\—% —i\%/ —%c—i\/%dz

. - . . ~ . |k ~ - - ~ 7 las
Multiplicando a primeira equagéo por —l\/% temos que as equacgdes do sistema acima sdo mdaltiplas.

1
Logo, d = i\/%c gparac=1=>d = i\/%. Assim, X; = (l\/E) . Uma solucéo complexa do sistema
m

(2) é dada por
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D(t) =

Portanto a solucéo geral é

x(t) =c¢;

Para x(0) = (Z) temos




Portanto a solucéo P.V.1 é

x(t)=a .

QUESTAO 02

Solugéo:

a)

V — projy V

Temos que o vetor proj,, v € paralelo aw e que v — proj,, v é ortogonal a v entéo

<v-—proj,v,w>=0
<v,w>-—-<proj,v,w>=0
<v,w>=<Dproj,v,w >

Como < proj,v,w > € paralelo a w entdo existe um escalar « tal que proj,, v = aw. Assim,

<vw>=<aw,w>=a<w,w>= a|w|? = a= Tll;/‘ﬁ;

Portanto,




b)

<)

, <v,w>
projyv =aw = ———5— W.
v llwl|?

Complemento ortognal de S:
S*={v,weV\<v,w>=0paratodo w € S}.

Sejamu,v € S*,we Sea € R.Entio

<ut+vw>=<uw>4+<v,w>=04+0=0 = u+veSss
<av,w>=a<v,w>=a0=0 2av € 5"

Portanto, S* € subespaco de V.

Basta tomar u, = projy v € u, = v —uy. Temos que vy, v,, v3 Ndo formam uma base ortogonal do
subespago W. Aplicando o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt obtemos uma base ortogonal
de W,

W1 = Ul = (1,0,0,0)

w, = v, — proj,, v, = (0,1,0,0)
W3 = V3 — PToj,, V3 — Proj,, vz = (0,0,1,1)

Assim,

Up = ProjyVv = projy, v + projy, v + projzv = (-2,-4,1,1)
u, =v—u; =(00,-1,1).

QUESTAO 03




Solugéo:

TS Defina S como sendo o
o r solido gerado pela
» intersecdo dos dois

cilindros, ambos de raio r,
Cujos eixos se interceptam
em angulos retos.

Cada seccdo transversal do
solido S é um plano
paralelo ao plano xy cujo
formato é um quadrado, uma vez que os bordos do corte gerado pela interse¢cdo dos cilindros sé&o
perpendiculares.

A figura mostrada acima corresponde a um oitavo do volume total de S.

Utilizando o teorema de Pitagoras encontramos |PQ|? + x? = r20 que implica que |PQ|? = r? — x2.

Logo a medida do lado deste quadrado é 2vr2 — x2, cuja area é A(x) = 4r? — 4x2.

Portanto o volume do sélido S pode ser escrito da seguinte forma:

V=frA(x)dx=4f_:(r2—xz)dx=81:(r2—x2)dx=8

-r

xr? ——

QUESTAO 04

Solucéo:

a) Definiremos como sendo A a érea total da elipse, como esta conica é simétrica em relagdo aos eixos, entdo
usaremos a seguinte fungéo definida no primeiro quadrante:

yz%x/az—xznoqualo<x<a
Logo

L))
A =4f (E\/az—xz)dx
0

Uma vez que x = asen(t) pela substituicdo trigonométrica, entdo dx = acos(t)dt.
Analisando os limites de integracdo nesta nova variavel temos que: quando x = 0 obtemos que 0 = asen(t)

logo ¢ = 0, por outro lado quando x = a obtemos que a = asen(t) logo ¢t = . Por outro lado
VaZz —x2 = \/az — a?sen?(t) = \/azcosz(t) = acos(t) vistoque 0 < t <
Finalizando a questao,

T s
a b b (2 2

A= 4_[ (E\/ a? — x2> dx = 4Ef2acos (t)acos(t)dt = 4ab fz cos? (t)dt,
0 0

0

N_|=|N

% % 1+ cos(2t) %
4abf cos? (t)dt = 4abj — dt = 2abj (1 + cos(2t)) dt = mab.
0 0 0

b) Dado um cilindro reto de base circular de raio r, a cénica originada pela intersecdo de um plano que corta o
eixo do cilindro por um &ngulo de % é uma elipse (ilustrada na figura abaixo).




Determinaremos os valores de a e b.
Observe que b corresponde ao raio do
cilindro reto de base circular, entdo b = r. Por outro lado note que acorresponde a hipotenusa de um triangulo

retdngulo onde b corresponde ao cateto oposto ao &ngulo de %.
Logo

sen G) = g, sabendo que b = r,concluimos que a = v/2r.
Pelo item a), encontramos A = m+/2r2.

QUESTAO 05

Solugéo:

(i) Teorema do Valor Médio: Seja f uma funcdo continua no intervalo [a, b] e diferenciavel em (a, b). Entéo

existe um nimero ¢ € (a, b) tal que f'(c) = f(b; Z(a).
(ii) Seja x4, x, € (a,b) tal que x; < x,. Como f é difrenciavel em (a, b) entdo é diferencavel em (x;,x,) €
continua em [x4, x,]. Pelo teorema do Valor Médio existe ¢ € (x4, x,) tal que

£10) = M S F(x) - f() = F1(O (1 — x2).

Temos que f (x) = 0 paratodo x € (a b) entao f'(c) = 0,assim f(x;) — f(x1) = 0, 0useja, f(xy) = f(xq).
Portanto, f é uma funcdo constante.

(iii) Seja f(x) = {1 sex z 8 Temos que dom(f) = R\{0}, f'(x) = 0 paratodo x € dom(f) mas f ndo é

constante. Isso ndo contraria o resultado anterior pois o dominio da fung¢do ndo é um intervalo.




